Program 26 Zadania dodatkowe

Rownania rozniczkowe drugiego rzedu

1 Na stanowisku testowym element ukladu zawieszenia samochodu zostaje wpro-
wadzony w drgania sila wymuszajaca Rsinwt. Zawieszenie ma czestotliwosé
wlasng wg i wspolczynnik tlumienia a. Jezeli f(f) reprezentuje pionowa wysoko$¢
srodka cigzkosci zawieszenia nad polozeniem réwnowagi, to zachowanie uktadu
mozna modelowa¢ réwnaniem

f'(t) + af'(t) + wo’f(t) = Rsin wt,
(a) Wykaz, ze jesli po wprawieniu w drgania zawieszenia, sita wymuszajaca zosta-
nie wylaczona, to uktad w koncu si¢ zatrzyma, gdy o > 0.

(b) Co sig stanie, gdy v = 0?

Odpowiedz Rozwiazanie

2 Na stanowisku testowym element uktadu zawieszenia samochodu zostaje wpro-
wadzony w drgania sil3 wymuszajagca Rsinwt. Zawieszenie ma czestotliwos¢
wlasng wp i wspotczynnik ttumienia o. Jezeli f (t) reprezentuje pionowa wysokos¢
srodka cigzkosci zawieszenia nad polozeniem rownowagi, to zachowanie ukladu
mozna modelowa¢ réwnaniem:

f'(t) + af () + wo’f () = Rsinwt

(a) Wykaz, ze rozwigzanie ogdlne to

(woz — wz) sin wt — aw cos wt

((woz — wz)z-l—azwz)

F() = felt) + R

gdzie fc(t) to funkcja uzupelniajgca, bedgca rozwigzaniem réwnania rozni-
czkowego

f'(t) +of () + wo?f (t) = 0.
(b) Opisz zachowanie ukladu, gdy w — wo dla:
() a#0, (i) a=0.

Odpowiedz Rozwiazanie
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3 W obwodzie szeregowym o indukcyjnosci L henréw (H), pojemnosci C faradow (F)
i rezystancji R oméw (Q), tadunek g(t) kulombéw (C) na kondensatorze w danym
momencie t (w sekundach) spetnia rownanie rézniczkowe

t
Lq'(t) + Rq (t) + %) = E(t),
gdzie E(t) to zastosowana sita elektromotoryczna (w woltach).
W szczegdlnym przypadku niech obwdd ma E(f) =0V, L =1H, C= 100 pF,

q(0) = qo oraz% =0dlat=0.

(a) Wykaz, ze jesli R = O, to prad jest sinusoidalny o czestotliwosci 15,9 Hz.
(b) Wykaz, ze jeslir = 200 Q, to tadunek na kondensatorze wyraza si¢ wzorem

q(t) = goe 1°%(100t + 1),

(c) W czesci (b) fadunek na kondensatorze spadt o polowe wartosci w czasie okoto
0,02 sekundy. Zastosuj metode Newtona-Raphsona, aby obliczy¢ lepsze przy-
blizenie tego czasu z dokladnoscig do 3 cyfr znaczacych.

Odpowiedz Rozwiagzanie
4 Jesli cialo o masie m zostanie wyrzucone w powietrze pionowo do gory, a jego wy-
sokos¢ w chwili t wynosi y(t), to:
d?y
m-— —= —mg,
ez~ "
gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim i przyjmuje si¢, Ze nie wystepuje opor
powietrza.
(a) Dlaczego prawa strona réwnania jest ujemna?
(b) Wykaz, ze rozwigzaniem tego réwnania jest:
2
gdzie A i B to state calkowania.
Odpowiedz Rozwiazanie
Odpowiedzi
1 (b) Zawieszenie nadal wibruje z czgstotliwoscig wlasng, czyli wy.
Pytanie Rozwiazanie
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2 (b) Kiedy w — wp dla:
(i) £ 0, to f(£) = fu(t) - REZ0L,

Qwo
(ii) @ = 0, to f(t) ros$nie i wzrasta amplituda drgan.

Pytanie Rozwiazanie
3 (c) t = 0,016 sekundy
Pytanie Rozwiazanie
4 (a) Wraz ze wzrostem wysokosci ciala, predkos¢ maleje, a wiec % jest ujemne. Wiel-
kos¢ przyspieszenia wynosi wtedy
d/ dy &y
a —a = —@, CcO ]est rowne g,
temm &Y =
zatem m -5 = —mg.
e it . . . dy. .
Jesli ciato spada, to predkos¢ rosnie, ale y(t) maleje, a wiec at jest ponownie ujem-
ne.
Pytanie Rozwiazanie
Rozwiazania
1 (a) Zalozmy, ze sita wymuszajaca zostaje wylaczona w momencie t = 0, aby ko-
Y wy )3 j€ wyig Y

lejny ruch opisywalo réwnanie
f'(0) + of '(t) + wo’f (£) = O.

Rozwigzanie tego réwnania otrzymujemy z réwnania charakterystycznego
m2+am+w02:0,

ktére ma dwa pierwiastki

I + a2 — 4wp?
- > .
Przypadek 1: oo > 2wy

Tutaj a® — 4wo? > 0, niech wiec a? — 4wo? = k%, gdzie k > O jest liczba rzeczy-
wista.
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a rozwigzaniem réwnania rozniczkowego jest
f(t) _ aef(aJrk)t/Z + bef(afk)t/z.

Oczywiscie a > k, wigec oba wykladniki potegowe beda ujemne, a wraz ze
wzrostem czasu warto$¢ f(t) bedzie si¢ zmniejsza¢ — ruch zaniknie bez dal-
szych wibracji. Jest tak, bo lim f(t)= 0.
f— oo
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Przypadek 2: oo = 2wy

Tutaj o? — 4wo® = 0, zatem m = TQ’ a rozwigzaniem réwnania rézniczkowego
jest
f(t) = (a+Dbt)e ",

Ponownie wraz ze wzrostem czasu wartos$¢ f(f) bedzie si¢ zmniejsza¢ — ruch
zaniknie bez dalszych wibracji.
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Przypadek 3: oo < 2wo

Tutajo® — 4wp? < 0, niech wieca? — 4wo? = —k? gdziek > Ojest liczba rzeczy-

wistg. Zatem

. —a ik
- 2

a rozwigzaniem réwnania rézniczkowego jest

bl

f(t) = eot2 <ae"’<t/ 2 4 pe Kt/ 2) = Ce /% sin(kt/2 + 3).

Tutaj wraz ze wzrostem czasu wartos$¢ f(t) bedzie si¢ zmniejsza¢ — ruch za-
niknie, ale tym razem oscylacja bedzie kontynuowana wraz z zanikiem ruchu.
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(b) Jesli @ = 0, to rozwigzaniem réwnania rézniczkowego jest:

f(t) = Csin(wot + f3).

Zatem uklad nadal wibruje bez tlumienia z czgstotliwoscig wtasnag, czyli wo.

Pytanie Odpowiedz

Funkcja uzupetniajaca f;(t) jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego
/() + af (t) +wo?f(£) =

Rozwigzaniem réwnania niejednorodnego jest catka szczegdlna, ktéra ma postac
fp(t) = Csinwt + D coswt.

Zatem
f,(t) = wCcoswt —wDsinwt oraz f,/(t) = —w?Csinwt — w?D cos wi.

Podstawiajac do réwnania rézniczkowego, otrzymujemy
— WCsinwt — w?D cos wt + awC cos wt — awD sin wt +
wo?C sin wt + wo?D cos wt = Rsin wt,
Wiec
2 2 : 2 2
(—w C — awD + wy C) sin wt + (—w D + awC + wy D) cos wt
= Rsinwt + 0 coswt,
Teraz poroéwnujemy wspotczynniki przy cosinusach i sinusach:
— w?C — awD + wy’C =R
—w?D + awC + wy’D =0
Z tego wynika, Ze:
— w?CD — awD? + wy*CD = RD
— w?DC 4 awC? + wy?’DC = 0, zatem — aw(D? + C?) = RD
— wW?C? — awDC + wp?C? = RC
— w?D? 4+ awCD + wy?D? = 0, zatem (wo® — w?) (D* + C*) = RC
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Z tych dwoch rownan widzimy, ze

—Qw D D —awC
Y 5~ 1 = .
u)02 _ wz C wiec 2 2

wo® — w

Podstawienie do réwnania —w?C — awD + wo?C = R daje

R —awR
) ,azatem D =

5 :
(woz — W2 %) ((woz — w?) —l—ozzwz)
wo® — w

C—

Dlatego calka szczegélna to

Rsin wt awR cos wt
folt) = 22\ 2_ . 2\2, 2 2
(woz—w“rﬁ) <(w° _w)+aw>
wo® — w

(woz — wz) sin wt — aw cos wt

(wo? — w?)*+a2w?

Rozwigzaniem ogélnym jest zatem
2 _ 2 _
(wo w ) sin wt — aw cos wt

(wo2 — w2)2+a2w2

F(6) = f(t) + R

(b) Kiedy w — wp dla:
(i) a#0,to

F(t) = filt) + R

wo? — wz) sin wt — aw cos wt

(wo? — w?)*+a2u?

—owo COS wot
)+ R——————
—fe(t) + (020?)
CoSs wol
=f.(t) — R .
filt) —R=
(il) « =0, to
2 2\ o
(wo —w ) sin wt
l) = t)+R
F(t) = fu(t) )
sin wt

Zatem jesli w — wo, to f () ro$nie i wzrasta amplituda drgan.

Pytanie Odpowiedz

a amy rozwiazac rownanie rozniczkowe t) + t) + —= = E(t), VALS
(2) Mamy rozwigza¢ réwnanie rézmiczkowe L' (t) + Ry'(t) + T2 — E(t), gdz
E(t)=0V,L=1HiC=100uF=10"*F.

Oznacza to, ze musimy rozwigzac
q'(t) +Rq'(t) + 10000¢(t) = 0.

Zadania dodatkowe dla ksigzki ,,Matematyka od zera dla inzyniera” autorstwa K. A. Strouda i D. ]. Bootha.
Wiecej zadan i materiatéw do pobrania znajdziesz na stronie www.stroud.edu.pl

6



Réwnanie charakterystyczne ma postaé m? + Rm + 10000 = 0, skad

—R £+ VR? — 40000
m = 5 .

Oznaczmy te rozwigzania przez m , m,.

Zatem rozwigzaniem ogélnym réwnania rozniczkowego jest

q(t) = Aé™' + Be™" dlamy = m,
oraz q(t) = (A +Bt)e™ dlam; = my, = m.
+v/—40000
2
q(t) :AeloOit _i_BeflOOit,

JesliR =0,tom = = £1004, co daje

100
czyli prad jest sinusoidalny o czestotliwosci o= 15,9 Hz.

—200 + v40 000 — 40000
(b) Jesli R=200Q, to m = v = —100 = m; = my, co

daje 2
alt) = (A + Brje ',

Stosujac warunki brzegowe, widzimy, ze q(0) = A = qo oraz ze
g (t) = Be 1% — 100(A + Bt)e 199,

a zatem q'(0) = B — 100A = 0, dlatego B = 1004, dajac
q(t) = qo(1 + 100t)e~ 100,

(c) Musimy znalez¢ rozwigzanie réwnania

qo(1 + 100t)e 100 — %,
czyli f(£) = (1 + 100t)e 10 — % =0.

Mamy f'(t) = —100(1 + 100t)e~ 1% + 10019 = —10 000t~ 19,
to = 0,02 jest pierwszym przyblizeniem rozwigzania.

Lepsze przyblizenie mozemy znalez¢, stosujac metode Newtona-Raphsona:

f(to)
t =ty —n,
R
—0,09399
czyli t; = 0,02 — 27067 — 0,0165 z dokladnoscia do czterech miejsc po
przecinku. ’
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Jeszcze lepsze przyblizenie uzyskamy ponownie, stosujac metode Newtona-

Raphsona:
f(t)
t - t - >
)
0,00893
czyli f, = 0,0165 — 31638 0,0162 z dokladnoscig do czterech miejsc po
przecinku. ’

Ta poprawa dotyczyla tylko czwartego miejsca po przecinku, wigc rozwigzanie
do trzech miejsc po przecinku jest nastepujace:

t = 0,016 sekundy.

Pytanie Odpowiedz
%y
(b) Obie strony rdwnania m 2= m dzielimy przez m, a nastepnie calkujemy
wzgledem czasu t.
Otrzymujemy:

d’ dy
J@ dt = —gdt, CZYlla = —gt—|—A,

gdzie A jest stalg catkowania.

Calkowanie obu stron po raz drugi wzgledem czasu t daje:

d 2
Jd—i dt = — JgtdtJr JAdt, cayliy(t) = 5+ At 1B,

gdzie B jest stalg catkowania.

Pytanie Odpowiedz
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